Matematicka analyza pre fyzikov llI. oz el

Prednaska 8

8.1. Meratel’'né a jednoduché funkcie

Tak ako nevieme merat’ v§etky mnoZiny v R, nebudeme vediet’ ani integrovat’ vSetky funkcie. Riemannov integrél
nezdvisel na hodnotéach integrvanej funkcie v konecnom pocte bodov. V pripade Lebesgueovho integralu budu

mat’ takidto vlastnost’ mnoZiny nulovej miery. Preto sta¢i, aby funkcia bola definovana skoro vSade na M.

~{Definicia 8.1.1.

Povieme, Ze funkcie f a g sd ekvivalentné na mnozine M C R™, ak
e su definované s.v. na M

o f(x)=g(x)s.v.naM

~{ Definicia 8.1.2.

Nech M € M,, povieme, Ze funkcia f je meratel'nad (Iebesgueovsky) na M, ak
1. je definovand s.v. na M
2. pre kazdé a; € R je mnoZina M, (f) = {x :xeDrNM, f(x) > aq} meratel'nd (M,,(f) € M,)

Y

@y

| y = #{x)
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Inak povedané, potrebujeme aby pre kazdd otvorend mnozinu U C R bola mnozina f~'(U) € M, (mera-
teI'nd). V nasledujiicej vete mame vel'mi ddlezitd vlastnost’. Je zndme, Ze postupnost’ spojitych funkcii nemusi
konvergovat’ (bodovo) k spojitej funckii, a podobne ani postupnost’ riemannovsky inegrovatel'nych funkcii ne-

musi konvergovat’ k riemannovsky inegrovatel'nej funkcii. U meratel'nych funkcii to vSak plati.

[Veta 8.1.3 (Vlastnosti meratel'nych funkcii).}

1. Ak st f, g ekvivalentné na M € M, potom st bud’ oba meratel'né alebo oba nemeratel né.

2. Ak je f meratel'nd na M € M,, potom je meratel' nd na kaZzdej meratel'nej mnoZine P C M.

3. Ak je f merateI'nd na M; € M,, i € N, potom je meratel'nd na U M.

i=1
4. Ak sd f, meratelné na M € M, n € N , potom si meratelné aj sup, f,, inf,f, a

liminf f,, limsup f,, lim f, (pokial’ existuji v R* s.v. na M).

5. Ak su f, g meratelné na M € M,, potomsiaajcf, f+g, f—g f-gnaM meratel'né, ak si

definované s.v. na M.

6. Nechje F € C(R",R)a f;, i =1,...,m st meratel'né a s.v. konecné na M € M,, potom je na

M meratel'nd aj funkcia

P¢(x) = F(fi(%), ..., fu(X)).

r—[Poznémka 8.1.4.] \

Existuju nemeratel’'né funkcie. Napriklad funkcia f : R - R

TS
10, xe[0,1]\P

kde P c [0, 1] je nemeratel' n4, nie je meratel'nd na [0, 1] € M,.

V podstate skoro vSetky funkcie, s ktorymi sa stretneme, budd meratel né.

Ak je f spojitd na M € M,, potom je na M meratel' n4.
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Désledok 8.1.6. )

Ak je f spojitana M \ P, M € M, a\,(P) =0, potom je na M meratel na.

CiastoCne plati aj obratene tvrdenie zname ako Luzinova veta, ktoré vSak presahuje obsah tohto kurzu.

d’alej budeme potrebovat’ pojmy kladnej a zapornej Casti funkcie. Teda

£ x) € max(£(x),0}, £ (x) < max{—f(x),0}, x € D;.

r—[Poznémka 8.1.7.]
Zrejme plati f = f* — f~, |fl = f*+ f~. Podl'avety 8.1.3 je f merate'nd na M prave vtedy, ked’ su

meratel’'né na M obe funkcie f*, f~.

\

f—[Problém 8.1.8.]

Ak je f meratel'nd na M, je tam meratel'nd aj | f|. Plati to aj naopak?

\

J

Teraz zavedieme pojem jednoduchej funkcie, pre ktort bude definicia integrélu jasnd. UkdZeme d’alej, ako je

moZné 'ubovol'nd funkciu aproximovat’ takymito funkciami.

[Deﬁnicia 8.1.9.}

Funkciu s : R” — R nazveme jednoduchou, ak Dy = R™ a H; je kone¢nd mnoZina.

Zrejme funkcia s je jednoduchd vtedy a len vtedy, ak existuji M; CR™ac; e R, i=1,...,n,tak, Ze

n
s = E CiYom;-
i=1

~ Priklad 8.1.10.

Prikladom jednoduchej funkcie je charakteristicka funkcia mnoziny M c R™:

1, xe M,

XM(X):{O, x€R"\ M.
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~ Poznémka 8.1.11. \

KaZzdu jednoduchi funkciu mdéZzeme zapisat’ v kanonickom zdpise, ktory spliiuje podmienky c; #
Cj, M,-ﬂMj:(Z), l;t‘],Mli(Da

e
i=1

Jednoduchd funkcia je meratel'nd na R™ prave vtedy a len vtedy, ak su vSetky mnoziny M; v jej

kanonickom zdpise meratel né.

Nech funkcia f je meratel'nd na M C R™. Potom existuje postupnost’ jednoduchych meratel'nych
funkcii {s,} | tak, Ze
lim s, = f s.v.na M (s,(x) =0,x ¢ M).

n—oo

Ak je naviac f nezdpornd, je mozné zvolit’ s,(x) tak, ze s, > 0 a 5,(X) < 5,41(X), n € N, s.v. na M.

8.2. Lebesgueov integral

( Definicia 8.2.1. )

Nech s je jednoduchd nezaporna meratel' na funkcia na R” a M € M,. Potom definujeme

sdh, €Y ¢ h(M N M),
[ san ey

i=1

kde s = Z ¢i Yu; je kanonicky zépis.

i=1

V sume berieme do tivahy konvenciu 0 - co = 0, lebo to vyjadruje prirodzenu poZiadavku, Ze integral cez M z

funkcie identicky nulovej na M je rovny 0 aj ked’ je A,(M) = co.
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r—[Poznémka 8.2.2.}

Zrejme z definicie plynie nezdpornost’ integralu, f sdh, = 0 & s = 0 s.v. na M. Integral cez

M
mnoZinu nulovej miery je rovny nule pre I'ubovol'nd jednoduchu nezdporni meratel’ ni funkciu. d’alej

f 1d\, = f st by = Ma(M).
M R™

Navyse

fsd}\n:oo@s>0
M

na mnozine P C M s \,(P) = oo.

\

,—{Lema 8.2.3 (Vlastnosti integrdlu pre j.n.m. funkcie).]

Nech M,P € M,, P C M, sy, s,, s su jednoduché nezdporné meratel'né funkcie. Potom
(@) s; <sysv.naM = fM spdh, < fM s, dA,

(b) [,(s1+s2)dh, = [ sdh, + [ sodh,

(©) chsdxn = chstn prec >0

@) [,sdh, < [ sdh,

\.

,_[Lema 8.2.4 (Levi).]

Nech M € M, a s, je neklesajtica postupnost’ j.n.m. funkcif pre s.v. x € M. Potom plati

f lim s,dA, = lim [ s,dA,.
M

—00 —>00
n n M
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